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Dominating Sets and Domination Polynomials 
of Square of Ladder 

 
A.Vijayan, K.Lal Gipson. 

 
Abstract— Let G = (V, E) be a simple graph. A set S ⊆ V is a dominating set of G, if every vertex in V-S is adjacent to atleast one vertex in S. Let 

2
nL  be the square of Ladder graph and let 

2( , )nD L i denote the family of all dominating sets of 
2

nL  with cardinality i. Let

2 2( , ) ( , )n nd L i D L i= . In this paper, we obtain a recursive formula for
2( , )nd L i and study the dominating sets of 

2
nL  .Using this formula, 

we construct the polynomial, 
2 2

1
4

( , ) ( , )
n

i
n n

ni

D L i d L i x
 = +  

= ∑ which we call domination polynomial of 
2

nL and some properties of this polyno-

mial are studied. 
 

Index Terms— domination set, domination number, domination polynomials. 

——————————      —————————— 

1 INTRODUCTION                                                                     

ET  G = (V,E) be a simple graph of order |V| = n. For any vertex v∈V, 
the open neighbourhood of ν is the set N (v) = {u∈V/uv∈E} and the 
closed neighbourhood of ν is the set N[v] = N (v) ∪{v}. For a set S ⊆ 
V, the open neighbourhood of S is N(S) = Uν∈S N (v) and the closed 

neighbourhood of S is N[S] = N(S) ∪ S. A set S ⊆ V is a dominating set of 
G, if N[S] = V, or equivalently, every vertex in V-S is adjacent to atleast one 
vertex in S. The domination number of a graph G is defined as the mini-

mum size of a dominating set of vertices in G and it is denoted as ( )Gγ .  
Definition: 1.1 
   The Second   power of a graph with the same set of vertices as G and 
an edge between two vertices if and only if there is a path of length atmost 
2 between them.   
Definition: 1.2 

   Consider two paths [ ]1 2, ,..., ka a a  and [ ]1 2, ,..., kb b b  ,join each 

pair of vertices , , 1, 2,...,i ia b i k=     with a new path. The resulting 

graph is called a ladder, and the path between are called its rungs. 
          

             As usual we use x   for the largest integer less than or equal 

to x and x    for the smallest integer greater than or equal to x. Also, we 

denote the set {1, 2,… n} by [n], throughout this paper. 
 
2 DOMINATING SETS OF SQUARE OF LADDER 
            For the construction of the dominating sets of the square of ladder,

2
nL , we need to investigate the dominating sets of { }2 2nL n− .In this 

section we investigate dominating sets of 2
nL . Let 2( , )nD L i be the 

family of dominating sets of 2
nL with cardinality i. We shall find recursive 

formula for 
2( , )nD L i  .We need the following lemmas to obtain the 

result of this section:  
 
Lemma 2.1: 

γ ( 2
nP ) = 

5
n 
  

  

Proof: By theorem in [ ]5  

Lemma 2.2 
 For every ,n N∈  

i) 2( )nLγ = 1
4
n  +  

 

ii) { }2( 2 , )nL n iγ − = 1
4
n  +  

 

iii) 2( , )nD L i = Φ  if and only if 1
4
ni   +  

  or 2i n  

iv) { }2( 2 , )nL n iγ − =Φ  if and only if 1
4
ni   +  

  or 

2 1i n −  
Proof: It follows from the definition of domination number and lemma 
2.1. 

  
Lemma 2.3 

i) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − = 2
1( , 1)nD L i− − =

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − =Φ  

2
2( , 1)nD L i− − =Φ , { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =

2
3( , 1)nD L i− − =Φ  

2
4( , 1)nD L i− −  =Φ , then 2( , )nD L i =Φ . 

ii) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − = 2
1( , 1)nD L i− − =

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − =Φ  

2
2( , 1)nD L i− − = { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =

2
3( , 1)nD L i− − = Φ  

L 

IJSER

http://www.ijser.org/


International Journal of Scientific & Engineering Research, Volume 4, Issue 8, August-2013                                                                    1593 
ISSN 2229-5518 
 

IJSER © 2013 
http://www.ijser.org 

and 2
4( , 1)nD L i− − ≠ Φ  ,then 2( , )nD L i ≠ Φ . 

 
 Proof 

 

i) Since, { }2( 2 , 1)nD L n i− − = 2
1( , 1)nD L i− − = Φ  

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = 2

2( , 1)nD L i− − =Φ , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ  

2
3( , 1)nD L i− − = 2

4( , 1)nD L i− −  =Φ  , by lemma 2.2(iii),(iv) , 

1 1
4
ni  − +  

  or 1 2i n−  -1, 
11 1

4
ni − − +  

  or 

1 2i n−  -2,  

11 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -3, 

 

21 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -4,

21 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -5, 

31 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -6 

and  
41 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -8. 

Therefore, we have
41 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -1 

Therefore, 
4 2

4
ni −  +  

  or  i 2n  

That is 1
4
ni   +  

  or i 2n  

Therefore, 2( , )nD L i =Φ . 

ii) Since , { }2( 2 , 1)nD L n i− − = 2
1( , 1)nD L i− − =

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = Φ  

2
2( , 1)nD L i− − =Φ , { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =

2
3( , 1)nD L i− − = Φ  

and 2
4( , 1)nD L i− − ≠ Φ ,by lemma 2.2(iii),(iv), 

We have 

1 1
4
ni  − +  

  or 1 2i n−  -1, 
11 1

4
ni − − +  

  or 

1 2i n−  -2, 
11 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -3,

21 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -4, 

21 1
4

ni − − +  
  

or 1 2i n−  -5, 

31 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -6 and

4 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤  
-8. 

From the above inequalities, we have
31 1

4
ni − − +  

 or

1 2i n−  -1 and 

4 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤  
-8. 

As 1 2i n− ≤ − 8, 1 2i n− ≤ − 1. 

Therefore, 
31 1

4
ni − − +  

 and
4 1 1 2

4
n i n−  + ≤ − ≤  

-8. 

Therefore,
4 31 1 1

4 4
n ni− −   + ≤ − +      

 . 

Therefore
4 32 2

4 4
n ni− −   + ≤ +      

 . 

But 
41 2

4 4
n n −   + ≤ +      

 

Therefore, 1
4
ni  ≥ +  

 

Therefore, 2( , )nD L i ≠ Φ . 

 
Theorem 2.4 
For every n 

i) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ  and 2
1( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = 2

2( , 1)nD L i− − =

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ  

2
3( , 1)nD L i− − = 2

4( , 1)nD L i− − =  Φ  iff  i=2n. 

ii) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ , 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ and 

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − =Φ 2

2( , 1)nD L i− − =

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ  

2
3( , 1)nD L i− − = 2

4( , 1)nD L i− − = Φ  iff  i=2n-1 

iii) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ , 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , 

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ and 2

2( , 1)nD L i− − =Φ , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ 2

3( , 1)nD L i− − = 

2
4( , 1)nD L i− − = Φ iff i=2n-2 

iv) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ , 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , 

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , 2

2( , 1)nD L i− − ≠ Φ and  
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{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − = 2

3( , 1)nD L i− − = 2
4( , 1)nD L i− − = 

Φ iff i=2n-3 

v) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ  , 2
1( , 1)nD L i− −  ≠ Φ ,  

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , 2

2( , 1)nD L i− − ≠ Φ  , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ  and  2

3( , 1)nD L i− − = 

2
4( , 1)nD L i− − = Φ iff i=2n-4. 

Proof: 

i) (⇒) Since { }
2

2( , 1)n nD L i− − ≠ Φ  and 2
1( , 1)nD L i− − =

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = 2

2( , 1)nD L i− − =Φ , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − = 2

3( , 1)nD L i− − = 

2
4( , 1)nD L i− − = Φ , by lemma 2.2(iii),(iv) 

We have 

1 1 2 1
4
n i n  + ≤ − ≤ −  

, 

11 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -2, 

11 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -3, 
21 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -4,

21 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -5, 

31 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -6 and 

41 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -8.  

Thus, from the above inequalities, we have 

1 1 2
4
n i n  + ≤ − ≤ −  

1 and
41 1

4
ni − − +  

 or 

1 2 2i n− − . 

Since 1 1
4
ni  − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − ⊄ +  

. 

Therefore, 1 2 2i n− − .Therefore 1 2i n− ≥ − 1. 

But 1 2i n− ≤ − 1.Therefore 1 2i n− = − 1. 
Therefore i=2n. 
Conversely, 
Assume i=2n 

Therefore, { }2( 2 , 1)nD L n i− − = { }2( 2 , 2 1)nD L n n− − ≠
Φ ; 

2
1( , 1)nD L i− − = 2

1( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since 2n-1 2 2n − ; 

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = { }2

1( 2 2 ,2 1)nD L n n− − − − =

Φ ,since 2 1 2 3n n− −   ;    2
2( , 1)nD L i− − =

2
2( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since 2 1 2 4n n− − ; 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − = { }2( 2 4 ,2 1)nD L n n− − − −

=Φ ,since 2 1 2 5n n− − ; 
2

3( , 1)nD L i− − = 2
3( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since

2 1 2 6n n− − ; 
2

4( , 1)nD L i− − = 2
4( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since

2 1 2 8n n− − . 
 

ii) (⇒) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ , 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ

and { }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = 2

2( , 1)nD L i− − =Φ , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − = 2

3( , 1)nD L i− − = 

2
4( , 1)nD L i− − = Φ , by lemma 2.2(iii),(iv) 

 

1 1 2 1
4
n i n  + ≤ − ≤ −  

,
1 1 1 2

4
n i n−  + ≤ − ≤ −  

2 and 

11 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -3, 

21 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -4,
21 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -5, 

31 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -6, 

41 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -8.  

Thus, from above inequalities, we have 

41 1
4

ni − − +  
 or 1 2i n−  -3. 

Since 1 1
4
ni  − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − ⊄ +  

.Therefore, 

1 2i n−  -3. 

Therefore, 1 2i n− ≥ -2. 

But 1 2i n− ≤ − 2.  

Therefore, 1 2i n− = − 2. 
 Therefore i=2n-1. 
(⇐)Conversely, 
Assume i=2n-1 

Therefore, { }2( 2 , 1)nD L n i− − = { }
2

2( , 2 1)n nD L n− − ≠ Φ  

2
1( , 1)nD L i− − = 2

1( , 2 1)nD L n− − ≠ Φ , 

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = { }

2
( 1) 2 2( , 2 1)n nD L n− − − − =Φ

,since 2 2 2 3n n− −       2
2( , 1)nD L i− − =

2
2( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since 2 2 2 4n n− −  

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ ,since 2 2 2 5n n− −  

2
3( , 1)nD L i− − = 2

3( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since

2 2 2 6n n− −  
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2
4( , 1)nD L i− − = 2

4( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since

2 2 2 8n n− − . 
 

iii) (⇒) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ , 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ ,

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ  

and 2
2( , 1)nD L i− − =Φ , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − = 2

3( , 1)nD L i− − = 

2
4( , 1)nD L i− − = Φ , by lemma 2.2(iii),(iv) 

1 1 2 1
4
n i n  + ≤ − ≤ −  

,
1 1 1 2

4
n i n−  + ≤ − ≤ −  

2 ,

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
3               ( 1) 

  

21 1 1 2 4,
4

21 1 1 2 5,
4

 
31 1 1 2 6,

4
41 1 1 2 8

4

ni or i n

ni or i n

ni or i n

ni or i n

−  − + − −    
− − + − −    


−  − + − −   


−  − + − −    

 

 

 

 

              (2) 

From the above inequalities (2) we have
41 1

4
ni − − +  

 or 

1 2i n−  -4 

Since 1 1
4
ni  − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − ⊄ +  

.Therefore 

1 2i n−  -4. 

Therefore, 1 2 3i n− ≥ − .But 1 2i n− ≤ − 3 . 

Therefore, 1 2i n− = − 3. 
Therefore i=2n-2. 
Converse is obious 
The proof is as above 

iv)  (⇒)If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ ,

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , 

2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ and { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =

2
3( , 1)nD L i− − = 2

4( , 1)nD L i− − = Φ  

1 1 2 1
4
n i n  + ≤ − ≤ −  

,
1 1 1 2

4
n i n−  + ≤ − ≤ −  

2 ,

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
3 

2 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
4                                                                             

(1) 

21 1 1 2 5
4

3 1 1 1 2 6
4

41 1 1 2 8
4

ni or i n

ni or i n

ni or i n

−  − + − −    
− − + − −    
− − + − −    

 

 

 

                                                                 

(2) 

From the above inequalities  (2) we have
41 1

4
ni − − +  

 or 

1 2i n−  -5. 

Since 1 1
4
ni  − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − ⊄ +  

.Therefore 

1 2i n−  -5. 

Therefore, 1 2 4i n− ≥ − .But 1 2i n− ≤ − 4. 

Therefore, 1 2i n− = − 4. 
Therefore, i=2n-3. 
Converse is obvious. 
The proof is as above 

v)  (⇒)If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ  , 2
1( , 1)nD L i− −  ≠

Φ , { }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , 2

2( , 1)nD L i− −
≠ Φ  

 { }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ  and  2

3( , 1)nD L i− −

= 2
4( , 1)nD L i− − = Φ  

1 1 2 1
4
n i n  + ≤ − ≤ −  

,
1 1 1 2

4
n i n−  + ≤ − ≤ −  

2 ,

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
3 

2 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
4, 

2 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
5 and 

31 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -6, 

41 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -8. 

From the above inequalities we have
41 1

4
ni − − +  

 or 

1 2i n−  -6. 

Since 1 1
4
ni  − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − ⊄ +  

.Therefore 

1 2i n−  -6. 

Therefore , 1 2 5i n− ≥ − .But 1 2i n− ≤ − 5. 

Therefore, 1 2i n− = − 5.There fore i=2n-4. 
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Theorem2.5 

i) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ  and 2
1( , 1)nD L i− − =

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − =Φ , 

2
2( , 1)nD L i− − =Φ , { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =

2
3( , 1)nD L i− − = Φ , 

2
4( , 1)nD L i− − = Φ , then

{ } { }{ }2 2( , ) 2 / ( 2 , 1)n nD L i X n X D L n i= ∪ ∈ − − . 

ii) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ  , 2
1( , 1)nD L i− −  ≠ Φ  

and { }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = 2

2( , 1)nD L i− − =Φ , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − = 2

3( , 1)nD L i− − = 2
4( , 1)nD L i− − = 

Φ   then 

{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

n n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ −
 

iii) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ  

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ and 2

2( , 1)nD L i− − =

Φ , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − = 2

3( , 1)nD L i− − = 2
4( , 1)nD L i− − = 

Φ ,then 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

n n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − −

 

iv) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ , 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ ,

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , 

2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ and { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ  

2
3( , 1)nD L i− − = 2

4( , 1)nD L i− − = Φ ,then 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

2
4 4 2

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

n n

n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

−

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ −

 

v) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ  2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ ,

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , 2

2( , 1)nD L i− − ≠
Φ  

 { }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ  and  2

3( , 1)nD L i− − = 

2
4( , 1)nD L i− − = Φ ,then 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

2
4 4 2

2
5 5 ( 2)

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

2 4 / ( 2 4 , 1)

n n

n

n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

−

−

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − −

 

vi) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ , 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ ,

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , 2

2( , 1)nD L i− − ≠ Φ  

 { }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ    2

3( , 1)nD L i− − ≠ Φ and

2
4( , 1)nD L i− − = Φ then 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

2
4 4 2

2
5 5 ( 2)

2
6 6 3

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

2 4 / ( 2 4 , 1)

2 5 / ( , 1)

n n

n

n

n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

−

−

−

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ −

 

vii) If { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ  2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ ,

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , 2

2( , 1)nD L i− − ≠
Φ  

 { }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ    2

3( , 1)nD L i− − ≠ Φ  and

2
4( , 1)nD L i− − ≠ Φ  then 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

2
4 4 2

2
5 5 ( 2)

2
6 6 3

2
7 7 4

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

2 4 / ( 2 4 , 1)

2 5 / ( , 1)

2 6 2 1,2 4 / ( , 1)

n n

n

n

n

n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n n n X D L i

−

−

−

−

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

− − ∪ − − ∈ −

 

 
Proof: 

i) By theorem 3(i),i=2n.Since in this case 2( , )nD L i = [ ]{ }2n

and { }
2

2( , 1)n nD L i− − = [ ]{ }2 1n − ,then we have the re-

sult. 
ii) By theorem 3(ii),i=2n-1.Since in this case 
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          2( , )nD L i = [ ] { } [ ]{ }2 / 2n x x n− ∈ , 

{ }
2

2( , 1)n nD L i− − = [ ] { } [ ]{ }2 1 / 2 1n x x n− − ∈ − and

2
1( , 2 2)nD L n− − = [ ]{ }2 2n − then 

{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

n n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ −
 

iii) Let  

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2
1 1 1

2
2 2 2 1

2
3 3 3 ( 1)

2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

n

n

n

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

−

−

= ∪ ∈ − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

 

 

Obviously 2
1 2 3 ( , )nY Y Y D L i∪ ∪ ⊆                                  

Now, let 2( , )nY D L i∈ .If 2n Y∈ ,then we can write 

{ } { }2
1 12 , ( 2 , )nY X n forsome X D L n i= ∪ ∈ −

,that is 1Y Y∈ . 

If 2n Y∉ and 2n-1 Y∈ ,then we can write 

{ } 2
2 2 12 1 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ − ∈ −

that is 2Y Y∈ .Now suppose that 2n-2 Y∈ ,2n Y∉ and 2n-1

Y∉ ,then we can write 

{ } { }2
3 3 ( 1)2 2 , ( 2 2 , 1)nY X n forsome X D L n i−= ∪ − ∈ − − −

, 

that is Y 3Y∈ . Therefore we have proved 

2
1 2 3( , )nD L i Y Y Y⊆ ∪ ∪ . 

Therefore we have 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

n n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − −

 

iv) Let  

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2
1 1 1

2
2 2 2 1

2
3 3 3 ( 1)

2
4 4 4 2

2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

n

n

n

n

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

−

−

−

= ∪ ∈ − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

= ∪ − ∈ −

 

Obviously 2
1 2 3 4 ( , )nY Y Y Y D L i∪ ∪ ∪ ⊆                                                                  

(2.1) 

Now, let 2( , )nY D L i∈ .If 2n Y∈ ,then we can write 

{ } { }2
1 12 ( 2 , )nY X n forsome X D L n i= ∪ ∈ − ,that 

is 1Y Y∈ . 

If 2n Y∉ and 2n-1 Y∈ ,then we can write  

{ } 2
2 2 12 1 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ − ∈ −

that is 2Y Y∈ . 

Now suppose that 2n-2 Y∈ ,2n Y∉ and 2n-1 Y∉ ,then we 
can write 

{ } { }2
3 3 ( 1)2 2 , ( 2 2 , 1)nY X n forsome X D L n i−= ∪ − ∈ − − −

,that is Y 3Y∈ .  

Now suppose that 2n-5 Y∈ ,2n-3 Y∉ and 2n-4 Y∉ ,we can 
write 

{ } 2
4 4 22 3 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ − ∈ −

,that is Y 4Y∈ . 

Therefore we have proved 
2

1 2 3 4( , )nD L i Y Y Y Y⊆ ∪ ∪ ∪ .                                                                                             

(2.2)     
Hence, from (2.1) and (2.2) 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

2
4 4 2

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

n n

n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

−

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ −

 

 
v) Let the  

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2
1 1 1

2
2 2 2 1

2
3 3 3 ( 1)

2
4 4 4 2

2
5 5 5 2

2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

2 4 / ( 2 4 , 1)

n

n

n

n

n

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

−

−

−

−

= ∪ ∈ − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

 

Obviously 2
1 2 3 4 5 ( , )nY Y Y Y Y D L i∪ ∪ ∪ ∪ ⊆                                                           

(2.3) 

Now, let 2( , )nY D L i∈ .If 2n Y∈ ,then we can write 

{ } { }
2

1 1 22 , ( , )n nY X n forsome X D L i−= ∪ ∈ ,that is

1Y Y∈ . 

If 2n Y∉ and 2n-1 Y∈ ,then we can write  

{ } 2
2 2 12 1 , ( , 1)nY X n forsomeX D L i−= ∪ − ∈ −

that is 2Y Y∈ . 

Now suppose that 2n-2 Y∈ ,2n Y∉ and 2n-1 Y∉ ,then we 
can write 

{ } { }2
3 3 ( 1)2 2 , ( 2 2 , 1)nY X n forsome X D L n i−= ∪ − ∈ − − −

,that is Y 3Y∈ .  
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Suppose that 2n-3 Y∈ , 2n, 2n-1,2n-2 Y∉ then we can write 

{ } 2
4 4 22 3 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ − ∈ − . 

If 2n-3 Y∉ ,2n-4 Y∈ and any one of 2n,2n-1,2n-2 Y∈
,then we can write 

{ } { }
{ }

5

2
5 ( 2)

2 3 2 4, , 2 , 2 1,2 2 ,

( 2 4 , 1)n

Y X n n k k is any onof n n n

forsome X D L n i−

= − − ∪ − − −

∈ − − −

 2
1 2 3 4 5( , )nD L i Y Y Y Y Y⊆ ∪ ∪ ∪ ∪                                                                                     

(2.4) 
Therefore we have proved 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

2
4 4 2

2
5 5 ( 2)

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

2 4 / ( 2 4 , 1)

n n

n

n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

−

−

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − −

 

vi) Let the  

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2
1 1 1

2
2 2 2 1

2
3 3 3 ( 1)

2
4 4 4 2

2
5 5 5 2

2
6 6 6 3

2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

2 4 / ( 2 4 , 1)

2 5 / ( , 1)

n

n

n

n

n

n

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

−

−

−

−

−

= ∪ ∈ − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

= ∪ − ∈ −

 

Obviously 2
1 2 3 4 6 ( , )nY Y Y Y Y Y D L i∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊆   (2.5) 

Now, let 2( , )nY D L i∈ .If 2n Y∈ ,then we can write 

{ } { }
2

1 1 22 , ( , )n nY X n forsome X D L i−= ∪ ∈

,that is 1Y Y∈ . 

If 2n Y∉ and 2n-1 Y∈ ,then we can write 

 { } 2
2 2 12 1 , ( , 1)nY X n forsomeX D L i−= ∪ − ∈ −

that is 2Y Y∈ . 

Now suppose that 2n-2 Y∈ ,2n Y∉ and 2n-1 Y∉ ,then we 
can write 

{ } { }2
3 3 ( 1)2 2 , ( 2 2 , 1)nY X n forsome X D L n i−= ∪ − ∈ − − −

,that is Y 3Y∈ .  

Suppose that 2n-3 Y∈ , 2n, 2n-1,2n-2 Y∉ then we can write 

{ } 2
4 4 22 3 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ − ∈ −

. 
If 2n-4 Y∈ 2n,2n-1,2n-2,2n-3, Y∉ and then 2n-5 Y∈ , 
then we can write 

{ } { }2
5 5 ( 2)2 4 , ( 2 4 , 1)nY X n forsome X D L n i−= ∪ − ∈ − − −

. 
If 2n-4 Y∉  then exactly two of and any one of 2n,2n-1,2n-2.2n-

3 Y∈ ,then we can write 

{ } { }6

2
6 3

2 4 , ,

( , 1)n

Y X n i k i k indicates theexactly twoele

forsome X D L i−

= − − ∪

∈ −
2

1 2 3 4 5 6( , )nD L i Y Y Y Y Y Y⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪                                                                             

(2.6) 
Therefore we have proved 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

2
4 4 2

2
5 5 ( 2)

2
6 6 3

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

2 4 / ( 2 4 , 1)

2 5 / ( , 1)

n n

n

n

n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

−

−

−

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ −

 

vii) Let the  

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }

2
1 1 1

2
2 2 2 1

2
3 3 3 ( 1)

2
4 4 4 2

2
5 5 5 2

2
6 6 6 3

2
7 7 7 4

2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

2 4 / ( 2 4 , 1)

2 5 / ( , 1)

2 6 2 1,2 4 / ( ,

n

n

n

n

n

n

n

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n n n X D L i

−

−

−

−

−

−

= ∪ ∈ − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

= ∪ − ∈ −

= − − ∪ − − ∈{ }1)−

 

Obviously 

 2
1 2 3 4 6 7 ( , )nY Y Y Y Y Y Y D L i∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊆    (2.7) 

Now, let 2( , )nY D L i∈ .If 2n Y∈ ,then we can write 

{ } { }2
1 1 ( 2)2 , 2 1,2 2,2 3 , ( 2 4 , 1)nY X n n n n forsome X D L n i−= ∪ − − − ∈ − − −

,that is 1Y Y∈ . 

If 2n Y∉ and 2n-1 Y∈ ,then we can write 

{ } 2
2 2 32 2, 2 3 , ( , 1)nY X n n forsome X D L i−= ∪ − − ∈ −

that is 2Y Y∈  

.Now suppose that 2n-2 Y∈ ,2n Y∉ and 2n-1 Y∉ ,then we 
can write 

{ } 2
3 3 4 32 , ( , 1), 1nY X n forsome X D L i X is ends with n−= ∪ ∈ − −

,that is Y 3Y∈ .  

Suppose that 2n-3 Y∈ , 2n, 2n-1,2n-2 Y∉ then we can write 
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{ } 2
4 3 4 42 1 , ( , 1),nY X n forsome X D L i X is ends with n−= ∪ − ∈ −

. 
If 2n-4 Y∈ 2n,2n-1,2n-2,2n-3, Y∉ and then 2n-5 Y∈
,then we can write 

{ } 2
5 5 4 32 2 , ( , 1), 3nY X n forsome X D L i X is ends with n−= ∪ − ∈ − −

. 
If 2n-6 Y∉ and exactly two of 2n,2n-1,2n-2,2n-3,2n-4,2n-5

Y∈ , then we can write 

{ } { }7

2
7 4

2 6 , , 2 , 2 1,

( , 1)n

Y X n i k i k indicates theexactly twoelements of n n

forsome X D L i−

= − − ∪ −

∈ −
 
Hence 

2
1 2 3 4 5 6 7( , )nD L i Y Y Y Y Y Y Y⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪    (2.8) 

{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1

2
2 2 1

2
3 3 ( 1)

2
4 4 2

2
5 5 ( 2)

2
6 6 3

2
7 7 4

( , ) 2 / ( 2 , 1)

2 1 / ( , 1)

2 2 / ( 2 2 , 1)

2 3 / ( , 1)

2 4 / ( 2 4 , 1)

2 5 / ( , 1)

2 6 2 1,2 4 / ( , 1)

n n

n

n

n

n

n

n

D L i X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n n n X D L i

−

−

−

−

−

−

= ∪ ∈ − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

− − ∪ − − ∈ −

 

 

3  Domination sets of { }2( 2 , )nD L n i−  

 For the construction of   { }2( 2 , )nD L n i−   ,we consider, 

2
1( , 1)nD L i− − , { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − , 2
2( , 1)nD L i− − ,

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − , 

2
3( , 1)nD L i− − , 2

4( , 1)nD L i− − and { }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − . 

 
Lemma 3.1 

i) If 2
1( , 1)nD L i− − = { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − =

2
2( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ , 2

3( , 1)nD L i− − =

2
4( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  ,then { }

2
2( , )n nD L i− =Φ  

ii) If 2
1( , 1)nD L i− − = { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − =

2
2( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ , 2

3( , 1)nD L i− − = Φ and 

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ  then { }

2
2( , )n nD L i− ≠ Φ  

Proof 

 

i) Since 2
1( , 1)nD L i− − = { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − =

2
2( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ , 2

3( , 1)nD L i− − =

2
4( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  , by lemma 2.2(iii),(iv),  

11 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -2, 

11 1
4

ni − − +  
  or 

 1 2i n−  -3, 
21 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -4, 
21 1

4
ni − − +  

  

or 1 2i n−  -5, 

31 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -6,  

41 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -8. 

41 1
4

ni − − +  
 or 1 2i n−  -9 

Therefore, we have
4 2

4
ni −  +  

  or 1 2i n−  -2 

That is 1
4
ni   +  

  or i 2n -1 

Therefore, { }2( 2 , )nD L n i− =Φ . 

ii)  If 2
1( , 1)nD L i− − = { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − =

2
2( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ , 2

3( , 1)nD L i− − = Φ and 

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , by lemma 2.2(iii),(iv), 

11 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -2, 

11 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -3, 

 
21 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -4,
21 1

4
ni − − +  

  or 

1 2i n−  -5,  

31 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -6, 

and 
4 1 1 2

4
n i n−  + ≤ − ≤  

-7. 

From the above inequalities, we have 

31 1
4

ni − − +  
 or 1 2i n−  -2 and

4 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤  
-7. 

1 2 8i n− ≤ − , 1 2 2i n− − . 
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Therefore, 
31 1

4
ni − − +  

   and 
4 1 1 2

4
n i n−  + ≤ − ≤  

-7  

4 31 1 1
4 4

n ni− −   + ≤ − +      
 . 

Therefore,
4 32 2

4 4
n ni− −   + ≤ +      

 , 

Since,
41 2

4 4
n n −   + ≤ +      

 

We have, 1
4
ni  ≥ +  

  

Therefore, { }
2

2( , )n nD L i− ≠ Φ . 

 
 
 
 
Theorem 3.2 

For every n, { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ  

i) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ and { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − =

2
2( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ 2

3( , 1)nD L i− − =Φ  

2
4( , 1)nD L i− − = { }2

( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  iff i=2n. 

ii) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠
Φ and 

2
2( , 1)nD L i− − =Φ , { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =

2
3( , 1)nD L i− − =Φ  

2
4( , 1)nD L i− − = { }2

( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  iff i=2n-1 

iii) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠
Φ , 

2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ and { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ
2

3( , 1)nD L i− − =Φ  

2
4( , 1)nD L i− − = { }2

( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  iff i=2n-2 

iv) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ ,

2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ and 2

3( , 1)nD L i− − =

2
4( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  iff i=2n-3 

v) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠

Φ , 2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ 2

3( , 1)nD L i− − ≠ Φ  and 

2
4( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i∗
− − − − =Φ  iff  i=2n-4. 

Proof: { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ  

i) (⇒) 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ  and

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = 2

2( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ , 2

3( , 1)nD L i− − =

2
4( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ , by lemma 2.2(iii),(iv), 

1 1 2
4
n i n  + ≤ − ≤ −  

2 and 

11 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -3, 

21 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -5,  

21 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -4, 

31 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -5, 

 
41 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -6, 

41 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -8.  

Thus, from above inequalities, we have 

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
2 and

41 1
4

ni − − +  
 or

1 2 2i n− − . 

Since 
11 1

4
ni − − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − ⊄ +  

. 

Therefore, 1 2 2i n− − .Therefore 1 2i n− ≥ − 1. 

But 1 2i n− ≤ − 1. 

Therefore, 1 2i n− = − 1. 
Therefore i=2n. 
 
Conversely, 
Assume i=2n 

Therefore, { } { }2 2( 2 , 1) ( 2 ,2 1)n nD L n i D L n n− − = − − ≠
Φ  

2
1( , 1)nD L i− − = 2

1( , 2 1)nD L n− − =Φ , 

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = { }2

( 1)( 2 2 ,2 1)nD L n n− − − − =

Φ ,since 2 1 2 3n n− −       2
2( , 1)nD L i− − ==

2
2( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since 2 1 2 4n n− −  

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − = { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ
,since 2 1 2 5n n− −  

IJSER

http://www.ijser.org/


International Journal of Scientific & Engineering Research, Volume 4, Issue 8, August-2013                                                                    1601 
ISSN 2229-5518 
 

IJSER © 2013 
http://www.ijser.org 

2
3( , 1)nD L i− − = 2

3( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since

2 1 2 6n n− −  
2

4( , 1)nD L i− − = 2
4( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since

2 1 2 8n n− −  

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − = { }2

( 2)( 2 8 ,2 1)nD L n n− − − − =Φ , 

since 2 1 2 9n n− − . 

ii)  (⇒)Assume 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2( 2 , 1)nD L n i− −

≠ Φ and 
2

2( , 1)nD L i− − = { }2
( 2)( 2 4 , 1)nD L n i∗
− − − − = 2

3( , 1)nD L i− − =

2
4( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ . 

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
2 , 1 1 2

4
n i n  + ≤ − ≤ −  

1 and 

21 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -3, 

21 1
4

ni − − +  
  

or 1 2i n−  -4, 

 
31 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -5, 
41 1

4
ni − − +  

  

or 1 2i n−  -6, 

41 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -8.  

Thus, from above, inequalities, we have 

1 1 2
4
n i n  + ≤ − ≤ −  

2 and
41 1

4
ni − − +  

 or

1 2i n−  -3. 

Since 1 1
4
ni  − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − +  

 . 

Therefore , 1 2i n−  -3. 

Therefore, 1 2i n− ≥ − 2. 

But 1 2i n− ≤ − 2. 

Therefore, 1 2i n− = − 2. 
Therefore i=2n-1. 
 
Conversely, 
Assume i=2n-1 

Therefore, 2
1( , 1)nD L i− − = 2

1( , 2 1)nD L n− − ≠ Φ , 

{ }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = { }2

( 1)( 2 2 , 2 1)nD L n n− − − − ≠ Φ ,      

2
2( , 1)nD L i− − == 2

2( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since

2 2 2 4n n− − , 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − = { }2

2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ
,since 2 2 2 5n n− − , 

2
3( , 1)nD L i− − = 2

3( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since

2 2 2 6n n− − , 
2

4( , 1)nD L i− − = 2
4( , 2 1)nD L n− − =Φ ,since

2 2 2 8n n− − , 

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − = { }2

( 2)( 2 8 ,2 1)nD L n n− − − − =Φ , 

since 2 2 2 9n n− − .  

iii)  (⇒)Assume 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2( 2 , 1)nD L n i− − ≠ Φ

, { }2
1( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ , 

2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ and 

{ }2
2( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ 2

3( , 1)nD L i− − =

2
4( , 1)nD L i− − = { }2

( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
1 , 

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
2 , 

 
2 1 1 2

4
n i n−  + ≤ − ≤ −  

3 

21 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -4, 

31 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -5,  

41 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -6,

41 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -7.  
Thus, from above inequalities 

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
3 and

41 1
4

ni − − +  
 or

1 2i n−  -4. 

Since 
11 1

4
ni − − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − +  

 . 

Therefore, 1 2i n−  -4. 

Therefore, 1 2i n− ≥ − 3. 

But, 1 2i n− ≤ − 3. 

Therefore, 1 2i n− = − 3. 
Therefore, i=2n-2. 
Proof is similar to above. 

iv) (⇒)If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }

2
( 1) 2 2( , 1)n nD L i− − − − ≠ Φ ,

2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ , 

{ }
2

( 2) 2 4( , 1)n nD L i∗
− − − − ≠ Φ and 2

3( , 1)nD L i− − =

2
4( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }
2

( 4) 2 8( , 1)n nD L i∗
− − − − =Φ  

 

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
1 , 

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
2 ,  
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2 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
3 

2 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
4 , 

31 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -5, 

 
41 1

4
ni − − +  

  or 1 2i n−  -6, 
41 1

4
ni − − +  

  or 

1 2i n−  -8.  
Thus, from above, inequalities 

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
4 and

41 1
4

ni − − +  
 or

1 2i n−  -5. 

Since 
11 1

4
ni − − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − ⊄ +  

. 

Therefore , 1 2i n−  -5.Therefore, 1 2i n− ≥ − 4. 

But, 1 2i n− ≤ − 4. 

Therefore 1 2i n− = − 4. 
Therefore i=2n-3. 

Proof is similar to above 

v) (⇒)If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }

2
( 1) 2 2( , 1)n nD L i− − − − ≠ Φ

, 
2

2( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }
2

( 2) 2 4( , 1)n nD L i∗
− − − − ≠ Φ ,

2
3( , 1)nD L i− − ≠ Φ  and  

2
4( , 1)nD L i− − = { }

2
( 4) 2 8( , 1)n nD L i∗
− − − − =Φ  

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
1 , 

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
2 , 

 
2 1 1 2

4
n i n−  + ≤ − ≤ −  

3 

2 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
4 , 

3 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
5,  

41 1
4

ni − − +  
  or 1 2i n−  -6, 

41 1
4

ni − − +  
  or 

1 2i n−  -8.  
Thus, from above, inequalities, we have 

1 1 1 2
4

n i n−  + ≤ − ≤ −  
5 and

41 1
4

ni − − +  
 or

1 2i n−  -6. 

Since 
11 1

4
ni − − ≥ +  

,
41 1

4
ni − − +  

 . 

Therefore, 1 2i n−  -6.Therefore, 1 2i n− ≥ − 5. 

But, 1 2i n− ≤ − 5. 

Therefore, 1 2i n− = − 5. 
Therefore, i=2n-4. 

Proof is similar to above. 

Theorem 3.3 
For every n 

i) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ  and

{ }2
( 1)( 2 2 , 1)nD L n i− − − − = 2

2( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
( 2)( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ 2

3( , 1)nD L i− − =

2
4( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ   then 

{ } { }{ }2 2
1( 2 , ) 2 / ( , 1)n nD L n i X n X D L i−− = ∪ ∈ −  

ii) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

( 1)( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ
and 

2
2( , 1)nD L i− − =Φ { }2

( 2)( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ  

 2
3( , 1)nD L i− − = 2

4( , 1)nD L i− − = { }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  

then 

{ } { }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1 1

2
2 2 ( 1)

( 2 , ) 2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 2 , 1)

n n

n

D L n i X n X D L i

X n X D L n i

−

−

− = ∪ ∈ − ∪

∪ − ∈ − − −
 

iii) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

( 1)( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ

, 2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ and 

{ }2
( 2)( 2 4 , 1)nD L n i− − − − =Φ 2

3( , 1)nD L i− − =

2
4( , 1)nD L i− − =Φ  

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  then 

{ } { }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1 1

2
2 2 ( 1)

2
3 3 2

( 2 , ) 2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

n n

n

n

D L n i X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

−

−

−

− = ∪ ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ −

 

iv) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

( 1)( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ ,

2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

( 2)( 2 4 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ  

and 2
3( , 1)nD L i− − = 2

4( , 1)nD L i− − =

{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  then 

{ } { }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1 1

2
2 2 ( 1)

2
3 3 2

2
4 4 ( 2)

( 2 , ) 2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

2 3 / ( 2 4 , 1)

n n

n

n

n

D L n i X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

−

−

−

−

− = ∪ ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − −

 

v) If 2
1( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

( 1)( 2 2 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ ,

2
2( , 1)nD L i− − ≠ Φ , { }2

( 2)( 2 4 , 1)nD L n i− − − − ≠ Φ  

     2
3( , 1)nD L i− − ≠ Φ  and 2

4( , 1)nD L i− − =
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{ }2
( 4)( 2 8 , 1)nD L n i− − − − =Φ  then 

{ } { }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1 1

2
2 2 ( 1)

2
3 3 2

2
4 4 ( 2)

2
5 5 3

( 2 , ) 2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

2 3 / ( 2 4 , 1)

2 4 / ( , 1)

n n

n

n

n

n

D L n i X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

−

−

−

−

−

− = ∪ ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ −

. 

Proof: 

i) By theorem 3(i),i=2n.Since in this case { }
2

2 ( , )   n nD L i− =

[ ]{ }2n and 2
1( , 1)nD L i− − = [ ]{ }2 1n − ,then we have the 

result. 

{ } { }{ }2 2
1( 2 , ) 2 / ( , 1)n nD L n i X n X D L i−− = ∪ ∈ −  

ii) By theorem 3(ii),i=2n-1.Since in this case 

          { }2( 2 , )  nD L n i− = [ ] { } [ ]{ }2 / 2n x x n− ∈ , 2
1( , 1)nD L i− − =

[ ] { } [ ]{ }2 1 / 2 1n x x n− − ∈ − and 

{ }2
( 1)( 2 , 2 2)nD L n n− − − = [ ]{ }2 2n − then 

{ } { }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1 1

2
2 2 ( 1)

( 2 , ) 2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 , 1)

n n

n

D L n i X n X D L i

X n X D L n i

−

−

− = ∪ ∈ − ∪

∪ − ∈ − −
 

iii) Let  

{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2
1 1 1 1

2
2 2 2 ( 1)

2
3 3 3 2

2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

n

n

n

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

−

−

−

= ∪ ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

= ∪ − ∈ −
 

Obviously 2
1 2 3 ( , )nY Y Y D L i∪ ∪ ⊆                                                                            

(3.1)                               

Now, let 2( , )nY D L i∈ .If 2n Y∈ ,then we can write 

{ } 2
1 1 12 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ ∈ − ,that is

1Y Y∈ . 

If 2n Y∉ and 2n-1 Y∈ ,then we can write 

{ } { }2
2 2 12 1 , ( 2 2 , 1)nY X n forsomeX D L n i−= ∪ − ∈ − − −

that is 2Y Y∈ . 

Now suppose that 2n-2 Y∈ ,2n Y∉ and 2n-1 Y∉ ,then we 
can write 

{ } 2
3 3 ( 2)2 3 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ − ∈ −

,that is Y 3Y∈ .  

Therefore we have proved 

            { }2
1 2 3 ( 2 , )nD L n i Y Y Y− ⊆ ∪ ∪ .                                                                                  

(3.2) 

Therefore we have 

{ } { }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1 1

2
2 2 ( 1)

2
3 3 2

( 2 , ) 2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

n n

n

n

D L n i X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

−

−

−

− = ∪ ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ −

 

iv) Let  

{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2
1 1 1 1

2
2 2 2 ( 1)

2
3 3 3 2

2
4 4 4 ( 1)

2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

2 3 / ( 2 2 , 1)

n

n

n

n

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

−

−

−

−

= ∪ ∈ −

= ∪ − ∈ − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

 

Obviously { }2
1 2 3 4 ( 2 , )nY Y Y Y D L n i∪ ∪ ∪ ⊆ −                                          

(3.3)  

Now, let 2( , )nY D L i∈ .If 2n Y∈ ,then we can write 

{ } 2
1 1 12 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ ∈ − ,that is

1Y Y∈ . 

If 2n Y∉ and 2n-1 Y∈ ,then we can write 

{ } { }2
2 2 12 1 , ( 2 2 , 1)nY X n forsomeX D L n i−= ∪ − ∈ − − −

that is 2Y Y∈ . 

Now suppose that 2n-2 Y∈ ,2n Y∉ and 2n-1 Y∉ ,then we 
can write 

{ } 2
3 3 ( 2)2 3 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ − ∈ − ,that 

is Y 3Y∈ .  

Now suppose that 2n-5 Y∈ ,2n-3 Y∉ and 2n-4 Y∉ ,we can 
write 

{ } { }2
4 4 12 3 , ( 2 2 , 1)nY X n forsome X D L n i−= ∪ − ∈ − − −

,that is Y 4Y∈ . 

Therefore, we have proved 

{ }2
1 2 3 4( 2 , )nD L n i Y Y Y Y− ⊆ ∪ ∪ ∪                                                       

(3.4)                                       
Hence 

{ } { }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }

2 2
1 1 1

2
2 2 ( 1)

2
3 3 2

2
4 4 ( 2)

( 2 , ) 2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

2 3 / ( 2 4 , 1)

n n

n

n

n

D L n i X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

−

−

−

−

− = ∪ ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − −

 

 
v) Let  
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{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2
1 1 1 1

2
2 2 2 ( 1)

2
3 3 3 2

2
4 4 4 ( 1)

2
5 5 5 3

2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

2 3 / ( 2 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

n

n

n

n

n

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

Y X n X D L n i

Y X n X D L i

−

−

−

−

−

= ∪ ∈ −

= ∪ − ∈ − −

= ∪ − ∈ −

= ∪ − ∈ − − −

= ∪ − ∈ −

 

 

Obviously { }
2

1 2 3 4 5 2( , )n nY Y Y Y Y D L i−∪ ∪ ∪ ∪ ⊆                   

(3.5) 

Now, let 2( , )nY D L i∈ .If 2n Y∈ ,then we can write 

{ } 2
1 1 12 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ ∈ − ,that is

1Y Y∈ . 

If 2n Y∉ and 2n-1 Y∈ ,then we can write 

{ } { }2
2 2 12 1 , ( 2 2 , 1)nY X n forsomeX D L n i−= ∪ − ∈ − − −

that is 2Y Y∈ . 

Now suppose that 2n-2 Y∈ ,2n Y∉ and 2n-1 Y∉ ,then we 
can write 

{ } 2
3 3 ( 2)2 3 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ − ∈ − ,that 

is Y 3Y∈ . 

 Now suppose that  
2n-5 Y∈ ,2n-3 Y∉ and 2n-4 Y∉ ,we can write 

{ } { }2
4 4 22 3 , ( 2 4 , 1)nY X n forsome X D L n i−= ∪ − ∈ − − −

,  
suppose that 2n-3 Y∈ ,2n, 2n-1, 

2n-2 Y∉ then we can write 

{ } { }2
4 4 22 3 , ( 2 4 , 1)nY X n forsome X D L n i−= ∪ − ∈ − − −

. 
If 2n-4 Y∈ 2n, 2n-1,2n-2,2n-3, Y∉ and then 2n-5 Y∈ , 
then we can write 

{ } 2
5 5 ( 3)2 4 , ( , 1)nY X n forsome X D L i−= ∪ − ∈ −  

{ }2
1 2 3 4 5( 2 , )nD L n i Y Y Y Y Y− ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪                                                  

(3.6) 
Therefore, we have proved 

{ } { }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }
{ } { }{ }
{ }{ }

2 2
1 1 1

2
2 2 ( 1)

2
3 3 2

2
4 4 ( 2)

2
5 5 3

( 2 , ) 2 / ( , 1)

2 1 / ( 2 2 , 1)

2 2 / ( , 1)

2 3 / ( 2 4 , 1)

2 4 / ( , 1)

n n

n

n

n

n

D L n i X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

X n X D L n i

X n X D L i

−

−

−

−

−

− = ∪ ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ − ∪

∪ − ∈ − − − ∪

∪ − ∈ −

 

 

4 Domination polynomial of a square Ladder ( 2
nL ). 

Let 
2 2

1
4

( , ) ( , )n i
nn ni

D L X d L i x = +  

= ∑  be the domination polyno-

mial of a Ladder 2
nL .In this section,we study this polynomial. 

Theorem 4.1 

i) If 2( , )nD L i is the family of dominating sets with cardinality i of 

2
nL ,then 

{ }
{ }
{ }

2 2 2
1

2 2
( 1) 2

2 2 2
( 2) 3 4

( , ) ( 2 , 1) ( , 1)

( 2 2 , 1) ( , 1)

( 2 4 , 1) ( , 1) ( , 1)

n n n

n n

n n n

d L i d L n i d L i

d L n i d L i

d L n i d L i d L i

−

− −

− − −

= − − + − +

− − − + − +

− − − + − + −

 

ii) For every n≥ 7, 

[ { }
{ } { }
{ }

2 2

2 2
1 ( 1)

2 2 2 2
2 ( 2) 3 4

( , ) ( 2 , )

( , ) ( 2 2 , ) 2 2 , ) 

( , ) ( 2 4 , ) ( , ) ( , )

n n

n n

n n n n

D L x x D L n x

D L x D L n x n x

D L x D L n x D L x D L x
− −

− − − −

= − +

+ − − − −

+ − − + +

  

with the initial values  
2 2

1( , ) 2D L x x x= + , 2 4 3 2
2( , ) 4 6 4D L x x x x x= + + + , 

{ }
2 5 4 3 2

3 6( , ) 5 10 10 5D L x x x x x x− = + + + + , 

2 6 5 4 3 2
3( , ) 6 15 20 15 2D L x x x x x x x= + + + + + ,

{ }2 7 6 5 4 3 2
4( 8 , ) 7 21 35 30 18 2D L x x x x x x x x− = + + + + + + ,

2 8 7 6 5 4 3 2
4( , ) 8 28 56 70 53 18D L x x x x x x x x= + + + + + + ,

{ }2 9 8 7 6 5 4 3 2
5( 10 , ) 9 36 84 126 121 67 21D L x x x x x x x x x− = + + + + + + +  

Proof: 
i) It follows from theorem 2.7 

{ } { }
{ }

2 2 2 2
1 ( 1)

2 2 2 2
2 ( 2) 3 4

( , ) ( 2 , 1) ( , 1) ( 2 2 , 1)

( , 1) ( 2 4 , 1) ( , 1) ( , 1)      
n n n n

n n n n

d L i d L n i d L i d L n i

d L i d L n i d L i d L i
− −

− − − −

= − − + − + − − − +

− + − − − + − + −
        

                   

{ }
{ }
{ }

2 2 2
1

2 2
( 1) 2

2 2 2
( 2) 3 4

( , ) ( 2 , 1) ( , 1)

( 2 2 , 1) ( , 1)

  ( 2 4 , 1) ( , 1) ( , 1)  

i i i
n n n

i i
n n

i i i
n n n

d L i x d L n i x d L i x

d L n i x d L i x

d L n i x d L i x d L i x

−

− −

− − −

= − − + − +

− − − + − +

− − − + − + −

∑ ∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑ ∑

 
                  

{ }
{ }
{ }

2 2 1 2 1
1

2 1 2 1
( 1) 2

2 1 2 1 2 1
( 2) 3 4

( , ) ( 2 , 1) ( , 1)

( 2 2 , 1) ( , 1)

  ( 2 4 , 1) ( , 1) ( , 1)    

i i i
n n n

i i
n n

i i i
n n n

d L i x x d L n i x x d L i x

x d L n i x x d L i x

x d L n i x x d L i x x d L i x

− −
−

− −
− −

− − −
− − −

= − − + − +

− − − + − +

− − − + − + −

∑ ∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑ ∑

 
                     

{ }
{ }
{ }

2 2 1 2 1
1

2 1 2 1
( 1) 2

2 1 2 1
( 2) 3

2 1
4

( , ) ( 2 , 1) ( , 1)

( 2 2 , 1) ( , 1)   

  ( 2 4 , 1) ( , 1)

( , 1)      

i i i
n n n

i i
n n

i i
n n

i
n

d L i x x d L n i x d L i x

d L n i x d L i x

d L n i x d L i x

d L i x

− −
−

− −
− −

− −
− −

−
−

= − − + − +
− − − + − +

− − − + − +

− 

∑ ∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑
∑
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2( , )nD L x =

[ { } { }2 2 2
1 ( 1)( 2 , ) ( , ) ( 2 2 , )n n nx D L n x D L x D L n x− −− + + − −  

                  

{ }2 2 2 2
2 ( 2) 3 4( , ) ( 2 4 , ) ( , ) ( , )n n n nD L x D L n x D L x D L x− − − −+ − − + +

]  

Theorem 4.2 

i) If 
2

1
4

( , )n
nn ni

S d L i = +  

= ∑ , 

{ }1 2
1

4
( 2 , )n

nn ni
T d L n i−

 = +  

= −∑ and n n nR S T= +

then  for every  5n ≥ , 

1 1 2 2 3 3 4n n n n n n n nR T S T S T S S− − − − − − −= + + + + + +
with initial values 

4T =465, 4S =234 3T =119, 3S =59, 2T =31 , 2S =15 and 1S =3. 

 Proof 
 
i) By theorem 3.1, we have 

2
1

4
( , )n

nn ni
S d L i = +  

= ∑  

[ ]2 2 2 2
1 2 3 41

4
( , ) ( , ) ( , ) ( , )n

nn n n n ni
S d L i d L i d L i d L i  − − − −= +  

= + + +∑
                            

[ ]1 2 2 2 2
1 2 3 4

4
( , 1) ( , 1) ( , 1) ( , 1)n

nn n n n ni
S d L i d L i d L i d L i−

  − − − −=  

= − + − + + − + −∑
  
 

1 1 1 12 2 2 2
1 2 3 4

4 4 4 4
( , 1)   ( , 1) ( , 1) ( , 1)n n n n

n n n nn n n n ni i i i
S d L i d L i d L i d L i− − − −

       − − − −= = = =              

= − + − + − + −∑ ∑ ∑ ∑
        

1 2 3 4n n n n nS S S S S− − − −= + + +      

Also, 

{ }1 2
1

4
( 2 , )n

nn ni
T d L n i−

 = +  

= −∑    

 [ { } { } { } ]1 2 2 2
1 21

4
( 2 , ) ( 2 2 , ) ( 2 4 , )n

nn n n ni
T d L n i d L n i d L n i−

  − −= +  

= − + − − + − −∑   

[ { } { } { } ]2 2 2 2
1 2

4
( 2 , ) ( 2 2 , ) ( 2 4 , )n

nn n n ni
T d L n i d L n i d L n i−

  − −=  

= − + − − + − −∑  

{ } { } { }2 2 22 2 2
1 2

4 4 4
( 2 , )   ( 2 2 , ) ( 2 4 , )n n n

n n nn n n ni i i
T d L n i d L n i d L n i− − −

     − −= = =          

= − + − − + − −∑ ∑ ∑  

1 2 3n n n nT T T T− − −= + + . 

Hence 

1 1 2 2 3 3 4n n n n n n n nR T S T S T S S− − − − − − −= + + + + + +  

 
Theorem 4.3 

    The following properties hold for the coefficients of 2( , )nD L X  

and { }
2

2( , )n nD L X−  

i) 2( , 2 ) 1nd L n =  

ii) { }2( 2 , 2 1) 1nd L n n− − =  

iii) 2( , 2 1) 2nd L n n− =  

iv) { }2( 2 , 2 2) 2 1nd L n n n− − = −  

v) 2( , 2 2) (2 1)nd L n n n− = −  

vi) { }2( 2 , 2 3) ( 1)(2 1)nd L n n n n− − = − −  

vii) 2 2 ( 1)(2 1)( , 2 3)
3n

n n nd L n − −
− =  

viii) { }2 ( 1)(2 1)(2 3)( 2 ,2 4)
3n

n n nd L n n − − −
− − =  

 
Proof: 

i) By induction on n. 
The result is true for n=1 
Therefore (i) and (ii) holds. 

ii) Similar to (i) 
iii) By induction on n. 

The result is true for n=2. 
Now suppose that the result is true for all numbers less than ‘ n’ and we 
prove it for n. 
By theorem (3.1) 

{ } { }2 2 2 2
1 ( 1)( , 2 1) ( 2 ,2 2) ( , 2 2) ( 2 2 , 2 2)n n n nd L n d L n n d L n d L n n− −− = − − + − + − − −

+ { }2 2
2 ( 2)( , 2 2) ( 2 4 ,2 2)n nd L n d L n n− −− + − − − + 

2 2
3 4( , 2 2) ( , 2 2)n nd L n d L n− −− + −  

=2n—1+1+0+0=2n. 
iv) By induction on n. 

The result is true for n=2. 
Now suppose that the result is true for all numbers less than ‘ n’ and we 
prove it for n. 
By theorem (3.1) 

{ } { }2 2 2
1 ( 1)( 2 , 2 2) ( , 2 3) ( 2 2 ,2 3)n n nd L n n d L n d L n n− −− − = − + − − −

+ { }2 2
2 ( 2)( , 2 3) ( 2 4 ,2 3)n nd L n d L n n− −− + − − − + 

                               

{ }2 2 2
3 4 ( 4)( , 2 3) ( , 2 3) ( 2 8 ,2 3)n n nd L n d L n d L n n− − −− + − + − − −  

                          =2(n-1)+1+0+0=2n-1. 
v) By induction on n. 

The result is true for n=2. 
Now suppose that the result is true for all numbers less than ‘ n’ and we 
prove it for n. 
By theorem (3.1) 

{ } { }2 2 2 2
1 ( 1)( , 2 2) ( 2 ,2 3) ( , 2 3) ( 2 2 ,2 3)n n n nd L n d L n n d L n d L n n− −− = − − + − + − − −

+  { }2 2
2 ( 2)( , 2 3) ( 2 4 ,2 3)n nd L n d L n n− −− + − − − +

2 2
3 4( , 2 3) ( , 2 3)n nd L n d L n− −− + −  

                     = (n-1)(2n-1)+2n-2+1+0+0 

                     = 22 3 1 2 1n n n− + + − = 22n n− = (2 1)n n − . 
Hence the proof. 

vi) By induction on n. 
The result is true for n=2. 

Now suppose that the result is true for all numbers less than ‘ n’ and we 
prove it for n. 
By theorem (3.1) 
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{ }2( 2 , 2 3)nd L n n− − =

{ }2 2
1 ( 1)( , 2 4) ( 2 2 ,2 4)n nd L n d L n n− −− + − − − +

{ }2 2
2 ( 2)( , 2 4) ( 2 4 ,2 4)n nd L n d L n n− −− + − − − + 

                              

{ }2 2 2
3 4 ( 4)( , 2 4) ( , 2 4) ( 2 8 ,2 4)n n nd L n d L n d L n n− − −− + − + − − −  

                           = ( 1)(2( 1) 1) 2( 1) 1n n n− − − + − + +0 

                          = ( 1)(2 3) 2( 1) 1n n n− − + − +  

                         = ( 1)(2 3 2) 1n n− − + + = ( 1)(2 1) 1n n− − +  

                         = 22 3 1n n− + = ( 1)(2 1)n n− − . 
Hence the proof. 

vii) By induction on n. 
The result is true for n=2. 

Now suppose that the result is true for all numbers less than ‘ n’ and we 
prove it for n. 
By theorem (3.1) 

{ }2( 2 , 2 4)nd L n n− − =

{ }2 2
1 ( 1)( , 2 5) ( 2 2 ,2 5)n nd L n d L n n− −− + − − − + 

         { }2 2 2
3 4 ( 4)( , 2 5) ( , 2 5) ( 2 8 , 2 5)n n nd L n d L n d L n n− − −− + − + − − −    

       =
( 1)(2( 1) 1)(2( 1) 2)

3
n n n− − − − −

+ ( 2)(2( 1) 1)n n− − − +

2( 2)n − +1 

      =
( 1)(2 3)(2 4) ( 2)(2 3) 2( 2) 1

3
n n n n n n− − −

+ − − + − +  

    = [ ]1 ( 1)(2 3)(2 4) 3( 2)(2 3) 6( 2) 3
3

n n n n n n− − − + − − + − +   

=

[ ]1 ( 1)(2 3)(2 4) 3( 2)(2 3) 3 2( 2) 1
3

n n n n n n − − − + − − + − +   

= [ ]1 ( 1)(2 3)(2 4) 3( 2)(2 3) 3 2( 2) 1
3

n n n n n n − − − + − − + − +   

= [ ]1 ( 1)(2 3)(2 4) 3(2 3) 2 1
3

n n n n n − − − + − − +   

= [ ]1 ( 1)(2 3)(2 4) 3(2 3)( 1)
3

n n n n n− − − + − −  

= [ ]1 ( 1)(2 3) 2 4 3
3

n n n − − − +   

=
( 1)(2 1)(2 3)

3
n n n− − −

 

Hence the proof. 
viii) By induction on n. 

The result is true for n=2. 
Now suppose that the result is true for all numbers less than ‘ n’ and we 
prove it for n. 
By theorem (3.1) 

{ } { }2 2 2 2
1 ( 1)( , 2 3) ( 2 ,2 4) ( , 2 4) ( 2 2 ,2 4)n n n nd L n d L n n d L n d L n n− −− = − − + − + − − −

+     { }2 2
2 ( 2)( , 2 4) ( 2 4 ,2 4)n nd L n d L n n− −− + − − − +

2 2
3 4( , 2 4) ( , 2 4)n nd L n d L n− −− + −  

           =  
( 1)(2 1)(2 3) ( 1)(2( 1) 1)

3
n n n n n− − −

+ − − − +  (2( 1) 1) 1n − − +  

          = [ ]1 ( 1)(2 1)(2 3) 3( 1)(2 3) 3(2 3) 3
3

n n n n n n− − − + − − + − +  

         = [ ]1 ( 1)(2 1)(2 3) 3( 1)(2 3) 3 2 3 1
3

n n n n n n − − − + − − + − +   

          = [ ]1 ( 1)(2 1)(2 3) 3( 1)(2 3) 3(2 2)
3

n n n n n n− − − + − − + −  

         = [ ]1 ( 1)(2 1)(2 3) 3( 1)(2 3) 6( 1)
3

n n n n n n− − − + − − + −  

          = [ ]1 ( 1)(2 1)(2 3) 3( 1) 2 3 2
3

n n n n n − − − + − − +   

          = [ ]1 ( 1)(2 1)(2 3) 3( 1)(2 1)
3

n n n n n− − − + − −  

          = [ ]1 ( 1)(2 1) 2 3 3
3

n n n − − − +   

         = [ ]1 ( 1)(2 1)2
3

n n n− −  

       =
(2 1)(2 2)

3
n n n− −
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